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Effective Algorithm for Solving Inverse
Problems - Geomechanical Application
J. Meier*, S. Rudolph®, T. Schanz®

Zusammenfassung:
Durch den Einsatz von numerischen Modellen fir ingenieurtechnische Problemstellungen,
wie z.B. der FEM oder der FDM, kdénnen zunehmend komplexere Berechnungen in immer
kirzerer Zeit bewaltigt werden. Gleichzeitig ergibt sich jedoch bei dem Einsatz dieser
Werkzeuge der Bedarf an Werten flr die verschiedenen Modellparameter, von rein
konstitutiven Kennwerten bis hin zu geometrischen Angaben, fiir deren Bestimmung
zunehmend inverse Verfahren Anwendung finden. Bei der Nutzung dieser Methoden ist
jedoch — inshesondere bei komplizierten Simulationen — mit sehr langen Berechnungszeiten
zu rechnen. Gegenstand dieses Beitrags ist die Vorstellung einer Verfahrensklasse, die eine
Abschétzung der Losung solcher inverser Aufgaben auf der Basis von relativ wenigen
Stltzstellen ermdglicht. An die Verteilung der Stitzstellen werden geringste Anforderungen
gestellt, so dass diese wahlweise aus vorhergehenden Simulationen oder auch aus alternativen
Quellen stammen kénnen.
Im Rahmen dieses Artikels soll ausgehend von einer Einfihrung in den theoretischen Ansatz
eine Strategie zur Beschleunigung der Lodsung von inversen Problemstellungen und
Optimierungsaufgaben an einem Beispiel aus dem Gebiet der Geomechanik vorgestellt

werden.

Abstract:
When working with numerical models, it is essential to determine model parameters which

are as realistic as possible. Optimization techniques are being employed more and more
frequently for solving this task. However, using these methods may lead to very high time
costs — in particular, if rather complicated forward calculations are involved.

In our article, we present a class of methods that allows estimating the solution of this kind of
optimization problems based on relatively few sampling points. We put very weak constraints
on the sampling point distribution; hence, they may be taken from previous forward

calculations as well as from alternative sources.
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Starting from an introduction into the theoretical approach, we introduce a strategy for
speeding up inverse optimization problems which is illustrated by examples from civic

engineering and geomechanics.

1 Motivation
Zur Gewinnung von Kennwerten fiir Modellparameter stehen verschiedene Ansadtze zur

Verfligung. Zum einen konnen diese durch Messungen aus Feld- und Laborversuchen
gewonnen werden, was jedoch einen erheblichen finanziellen und zeitlichen Aufwand
bedeutet. Zum zweiten kann auf ggf. vorhandene , Erfahrungswerte und Werte aus der
Literatur zurlickgegriffen werden, die jedoch oftmals als zu ungenau anzusehen sind. Als
dritte Mdglichkeit bietet sich die indirekte Ermittlung durch inverse Verfahren an. Diese
Optimierungsverfahren versuchen, durch die iterative Anpassung von Modellparametern einer
als ,,Vorwirtsrechnung® bezeichneten Simulation eine méglichst gute Ubereinstimmung der
Berechnungsergebnisse mit Messwerten zu erlangen. Der sich (ber Fachgebietsgrenzen
immer weiter verbreitende Einsatz der inversen Methoden zur Bestimmung von
Modellparametern spiegelt sich auch in der verfiigharen Fachliteratur wieder: es finden sich
eine Vielzahl von Beitragen beispielsweise fiir die Themenbereiche Strukturanalyse (z. B.
MATOUS et al. 2000), Stromungsmechanik (z. B. JEONG 2003), Hydrogeologie (z. B.
CARRERA et al. 2005), Maschinen- und Automobilbau (z. B. FLEISCHER & BR0OOS 2004,
FLORES SANTIAGO & BAUSINGER 1998), Geotechnik (z. B. ScHANz etal. 2006, Cul &
SHENG 2006) und viele weitere.
Fur diese sukzessive Anpassung der Eingangswerte ist jedoch eine zum Teil enorme Anzahl
von Vorwartsrechnungen nétig, die sich — insbesondere bei rechenaufwandigen Modellen — in
entsprechenden Berechnungszeiten niederschldagt. Zwar kann hier durch Beschleunigung und
Parallelisierung der Vorwértsrechnung eine Minderung des Zeitbedarfs erreicht werden,
jedoch sind hierdurch nur Verbesserungen in beschrankten Grenzen mdglich. So wirden
beispielsweise fur die Anschaffung und Wartung von Rechentechnik fiir eine zusatzliche
Parallelisierung nicht unerhebliche finanzielle Mittel bendtigt.
Mit dem Wissen, dass der erforderliche Berechnungsaufwand hauptsachlich von der Anzahl
der aufgerufenen VVorwartsrechnungen abhéngt, lassen sich folgende Ziele festsetzen:
e Verringerung der Anzahl der bendtigten Vorwartsrechnungen: Durch die Nutzung immer
komplizierterer Materialmodelle und auch durch immer komplexere Geometrien steigt
der Zeitbedarf der ,einfachen Vorwirtsrechnung® stark an. Jeder eingesparte Aufruf

bedeutet somit einen Zeitgewinn fir eine Optimierung.
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e Einbeziehung aller zur Verfiigung stehenden Informationen: Die meisten Optimierungs-
verfahren nutzen ausschlie3lich Informationen, die durch sie selbst berechnet wurden.
Ergebnisse anderer Verfahren, wie Parametervektoren und deren Ergebnisse der Vor-
wartsrechnung bzw. Zielfunktionswerte, werden entweder nicht oder nur rudimentar ein-
bezogen. Beispielsweise gibt ein Gradientenverfahren die Werte aller Parameter fiir jeden
Schritt vor — und lasst keine ,,fremden* Vektoren zu. Mit dieser Zielsetzung ist ebenfalls
die Forderung nach einer moglichst groRen Unempfindlichkeit gegenuber der Lage dieser
Parametervektoren verknupft. So waére beispielsweise die Beschrankung auf rein
rasterformig angeordnete Daten sehr unvorteilhaft.

e Nutzung der Vorteile bekannter Verfahren: Ziel sollte es nicht sein, einen neuen
Optimierungsalgorithmus zu erstellen. Es sollten vielmehr die Vorteile bereits bekannter
und etablierter Verfahren genutzt werden. Hierbei bietet sich die Verwendung bereits
vorhandener ,,Schnittstellen der Optimierungsverfahren an, um auch den Einsatz von zu-
kiinftigen bzw. verbesserten Algorithmen zur Extremwertfindung zu erlauben. Weiterhin
sind mit diesem Ansatz sequenzielle, aufeinander aufbauende Ldaufe verschiedener

Methoden mdglich.

2 Grundlagen der Optimierung
Im Allgemeinen wird der dem Fachgebiet der angewandten Mathematik entstammende

Prozess der iterativen Suche nach den ,,giinstigsten” Werten der Parameter einer VVorwarts-
rechnung (,,Losungsvektor) als Optimierung bezeichnet. Wie in Abbildung 1 dargestellt,
wird die Gute eines Parametersatzes i. d. R mit Hilfe einer Zielfunktion bestimmt, welche in
Abhangigkeit von den Referenzdaten und den Ergebnissen der aktuellen VVorwaértsrechnung
eine reelle Zahl, den Zielfunktionswert (auch: ,,Glitewert), errechnet. Einem Parametervektor

kann somit eindeutig ein Zielfunktionswert zugeordnet werden.

Referenzdaten Daten Vorwartsrechnung

|—> Zielfunktion <—/

Zielfunktions-
wert

Abbildung 1:  Schema der Berechnung eines Zielfunktionswertes

Eng verbunden mit der Optimierung ist der Begriff der Sensitivitatsanalyse. Mit Hilfe einer
Sensitivitatsanalyse wird ausgehend wvon einem vorzugebenden Parametervektor die

Anderung des Funktionswertes in Relation zu den Modifikationen der Werte der Eingangs-
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parameter gesetzt. Aufgeschlisselt nach den Parametern kann so in der ndheren Umgebung
des vorgegebenen Parametervektors ein Subset von sensitiven Parametern ermittelt werden.
So konnen mit diesem Werkzeug Parametersatze vor einer Optimierung bestimmt und
indifferente oder voneinander abhangige Parameter aus einer Parameterauswahl entfernt
werden.  Weiterhin  nutzen verschiedene Optimierungsalgorithmen Techniken der
Sensitivitatsanalyse (siehe SCHWARz 2001).

Durch den fur jeden der n Parameter der zu optimierenden Vorwaértsrechnung vorgegebenen
Definitionsbereich wird ein n-dimensionaler Suchbereich Q aufgespannt. Die Suche nach dem
Optimum kann somit als Extremwertsuche innerhalb dieses Gebietes umschrieben werden.
Die Gesamtheit aller Zielfunktionswerte innerhalb des Suchbereichs wird als Zielfunktions-
topologie bzw. Zielfunktionshyperflache bezeichnet. Abbildung 2 zeigt schematisch die Dar-
stellung der Zielfunktionshyperflache in Abhangigkeit zweier zu identifizierender Eingangs-
grollen (Parameter x;, Parameter x»).

Aus mathematischer Sicht kann von einem lokalen Extremwert gesprochen werden, wenn fur
den Losungsvektor X" in der Umgebung U der Zielfunktion f : Q — R Gleichung (1) bzw. (2)
gilt. Entspricht der Suchbereich Q der Umgebung U, so handelt es sich bei x um einen
globalen Extremwert. Gleiches gilt, falls der Suchbereich X~ enthalt und vollstandig in U

liegt. (BoYD & VANDENBERGHE 2006, CONNOR 1976, PRESS et al. 1992)
1) f(x*)s f(x), YxeU fir ein lokales Minimum von fin U

2 f(x")= f(x), ¥xeU fir ein lokales Maximum von f in U

Hierbei kann jedoch eine Untermenge X~ von U den gleichen Funktionswert f(x) aufweisen.
Somit liegt fur alle f(x) =f(x") keine eindeutige Lésung vor. Von einem eindeutigen
Extremwert kann nur gesprochen werden, wenn der Funktionswert f(x") ausschlieBlich fiir den
Losungsvektor X zu finden ist.

Allgemein ist die Existenz eines Optimums oder einer optimalen Losungsmenge dann
gesichert, wenn Q endlich oder f(x) stetig und ein Q kompakter topologischer Raum ist
(Analysis: Satz von HEINE-BOREL). VVon einem endlichen Q kann beispielsweise dann ausge-
gangen werden, wenn alle zu bestimmenden Parameter ganzzahlig oder boolesch sind. Da fiir
die meisten in der Praxis vorkommenden Optimierungsaufgaben weder die Endlichkeit von Q
noch die Stetigkeit von f(x) vorauszusetzen ist, kann nicht von einer grundsatzlichen Existenz
eines Optimums ausgegangen werden. In der Praxis kann jedoch oft von bereits geldsten
Aufgabenstellungen auf aktuelle Probleme geschlossen werden und dieses Wissen durch

numerische Experimente abgesichert werden.
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Erschwerend fir eine Optimierung kann eine Zielfunktion durch Rauhigkeiten Gberlagert
werden. Quellen flr solche Storgréfien konnen beispielsweise numerischen Ungenauigkeiten
der Vorwartsrechnung, Rundungsfehler bei der Ubergabe der Werte zwischen Simulation und
Optimierungsalgorithmus als auch die Zielfunktion selbst sein. Suchalgorithmen wie auch
Zielfunktionen, die ohne ein Rauschen hervorragende Ergebnisse liefern, kdnnen durch diesen
Effekt vollstandig unbrauchbar werden. Scheinbare lokale Extremwerte und fehlerhafte Sensi-
tivitdten bzw. Gradienten sind hdufige Folgeerscheinungen. (Bul et al. 2005, MILLER 1997,
POLHEIM 1999)

Das grundlegende Ablaufschema der Optimierungsalgorithmen kann Abbildung 3 ent-
nommen werden. Nach der VVorgabe von Startparametern ruft der Optimierungsalgorithmus
die Vorwartsrechnung ein oder mehrere Male auf und extrahiert die relevanten Daten nach-
folgend. Durch den Vergleich mit vorgegebenen Soll- bzw. Referenzwerten durch die Ziel-
funktion wird der zugehérige Zielfunktionswert errechnet. Auf der Basis dieses Gutewertes
wird durch den Algorithmus ein neuer Satz von Berechnungsparametern festgelegt und ein
weiterer Optimierungszyklus begonnen. Alternativ kann bei der Erfillung eines Abbruch-

kriteriums die Schleife verlassen werden.

Start:

Zielfunktions- Vorgabe von \—ij
s Parametern
hyperflache ﬁ
i Optimierungs-
- Ziel- algorithmus: Aufruf der
LT
L

[ funktions- Setzen der Vorwértsrechnung
\ Parameter

; wert

Berechnung der Extraktion der

Abweichung der relevanten
Kennwerte von berechneten
der Messung Kennwerte
Ende:

Abbruchkriterium erfillt

Abbildung 2:  Schema der Darstellung einer Abbildung 3:  grundlegendes Ablaufschema
Zielfunktionstopologie fir eine der Optimierung
zweidimensionale Aufgaben-
stellung

Die verschiedenen aus der angewandten Mathematik bekannten Optimierungsalgorithmen

lassen sich in folgende Gruppen einteilen:

¢ Einfache Verfahren: Zu den einfachen Methoden zahlen Verfahren, die zur Findung des
gesuchten Extremwertes die bisher bestimmten Losungen der Abweichungsfunktion nicht
einbeziehen. Beispiele sind die Rasterverfahren, das Monte-Carlo-Verfahren und das

Latin-Hypercube-Verfahren (McKAY etal. 1979, KoLLIG & KELLER 2002). Bei diesen

-5-
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Verfahren wird fur eine vorher bestimmte Anzahl von Parameterkombinationen die
Abweichung bestimmt und die ,beste Kombination als Ergebnis geliefert. Diese
Methoden eignen sich nur bei einer geringen Anzahl von Parametern.

e Gradientenbasierende Verfahren: Bei den Gradientenmethoden wird versucht, fur die
aktuelle Parameterkombination den Anderungsvektor zu finden, der zu einer moglichst
»guten®, d. h. geringen Abweichung in der ndheren Umgebung fuhrt. Diese Methoden
zeichnen sich besonders bei einer groBen Anzahl von Parametern (in der N&dhe der glo-
balen Lésung) durch eine geringere Anzahl von Aufrufen aus, zudem nahezu jeder Aufruf
zu einer ,,Verbesserung™ der aktuellen Position fuhrt. Nachteile zeigen diese Verfahren
bei ,,rauen® Zielfunktionen, da sie ggf. in lokalen Senken ,,hdngen bleiben* konnen.

e Populationsbasierende Verfahren: Populationsbasierende Verfahren nehmen Anleihen in
der Natur. Diese Algorithmen nutzen eine definierte Anzahl von unabhangigen
Parametersatzen (,,Individuen bzw. ,,Partikel”) innerhalb eines Optimierungszyklus, die
I.d. R. einmal pro Zyklus Informationen gemall einem vorgegebenen Regelsatz
austauschen durfen. Beispiele fiir diese Verfahrensklasse sind evolutiondre Algorithmen,
genetische Verfahren und Partikel-Schwarm-Methoden. Vorteile dieser Verfahrensklasse
sind gewohnlich gute Parallelisierbarkeit und hohe Robustheit gegenliber Rauhigkeiten
und fehlgeschlagenen VVorwartsrechnungen.

3 Grundlagen der globalen Hyperflachenapproximationsverfahren
Die hier vorgestellten Hyperflachenapproximationsverfahren wurden origindr von den

Autoren entwickelt. Wie bereits oben dargestellt, ist die Minimierung der Anzahl der Aufrufe
der Vorwartsrechnung fiir eine performante Optimierung unerlésslich. Generalisierend kann
die Aussage getroffen werden, dass Optimierungsverfahren i.d. R. Vorwartsrechnungen
ohur“ fiir die Bestimmung von weiteren Stiitzpunkten der Zielfunktionshyperflache
verwenden.

Grundidee der Hyperflachenapproximationsverfahren ist die Ersetzung eben jener aufwéndig
zu berechnenden Zielfunktion durch eine deutlich weniger rechenintensive Né&herungs-
funktion. Die Suche nach dem Extremum erfolgt dann, indem die Naherungsfunktion anstelle
der eigentlichen Vorwértsrechnung aufgerufen wird. Mit der so ermittelten Extremstelle wird
durch einmalige Vorwartsrechnung eine neue Stitzstelle und mit Hilfe dieser eine exaktere
Né&herungsfunktion bestimmt.

Die Ersetzung der Zielfunktionshyperflache kann hierbei jedoch nicht — wie in Abbildung 4a
dargestellt — durch lineare Interpolation erfolgen, da durch diese keine Aussagen tber evtl.

Extremwerte zwischen den Stiitzstellen moglich sind. Fur die Verfahrensklasse der globalen
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Hyperflachenapproximationsverfahren sind somit hoéherwertige Ansédtze (Abbildung 4b)

notig.

Abweichung
®

Abweichung
@

Parameter= Parameter=
a) b)

Abbildung 4:  Schema der Approximation von Stiitzpunkten durch a) Hyperebenen und
b) Hyperflachen

Aus mathematischer Sicht besteht die Aufgabe also darin, die Zielfunktion f: Q — R, die zu
jedem Parametervektor x € Q einen reellen ,,Giitewert™ f(x) liefert, auf der Grundlage von
Stltzpunkten, d. h. bereits bekannten Funktionswerten y; =f(x;) mit i=1...k durch eine
,.Ersatzfunktion* f : Q — R zu approximieren. Der hier vorgestellte Ansatz fiir die Gewinnung
von f besteht darin, zunachst fur jede Stitzstelle x; eine lokale Approximationsfunktion
fi: Q@ — R zu bestimmen, welche die Funktionf in der Umgebung von x; annihert. Ein
Funktionswert f (x) der globalen Approximationsfunktion wird dann als gewichtetes Mittel

der einzelnen Funktionswerte f; (x) bestimmt:

k A
O Ywi)

©) f (X) o .

2 wi(x)

i=1
Hierbei ist w; : Q — R™ eine Wichtungsfunktion, welche jedem Vektor des Suchraumes eine
nichtnegative reelle Zahl zuordnet. Dabei gibt w;i(x) an, wie stark die Funktion f; an der Stelle
x zur globalen Approximationsfunktion f beitragt.

Abbildung 5 visualisiert das zugrunde liegende Prinzip des Ansatzes.
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Wq W;

Werte der Wichtungs- und
Approximationsfunktionen
5

f(x2)

Bereich der Dominanz von f; > = Bereich der Dominanz von f, X

Abbildung 5:  Schematische Darstellung des zugrunde liegenden Prinzips der
Hyperflachenapproximationsverfahren

Die notwendigen Kriterien fur die zu verwendenden Funktionen f; und w; lassen sich wie folgt
spezifizieren:
e Ubereinstimmung der lokalen Approximationsfunktionen mit den zugeordneten Stiitz-

stellen: fi (x;)=f(x;). Diese Forderung ergibt sich aus der zugrunde liegenden Idee,

dass f; in der Umgebung von x; die Zielfunktion annihert.

e Mit zunehmender radialer Entfernung vom zugeordneten Stiitzpunkt x; féllt die Wich-
tungsfunktion w; monoton, d. h., r, <r, impliziert w,(x; +rv)>w,(x, +r,v) fir alle
positiven reellen Zahlen r; und r, sowie beliebige Richtungsvektoren v € Q im Such-
bereich.

e Zur Gewahrleistung der Ubereinstimmung der globalen Approximationsfunktion mit
allen Stitzstellen (also f(xi)zf(xi)fUr alle xj) konnen zwei alternative Kriterien

formuliert werden:

= Eine Polstelle der Funktion w, an der zugeordneten Stutzstelle x; : lim w;(x) = +co.
X—>X;

Unter dieser Bedingung verschwinden die Beitrdge aller anderen lokalen Approxi-

mationsfunktionen fiir x — x;. Die in diesem Fall an den Stutzstellen entstehenden
Licken in der Funktion f koénnen durch Setzung von f(xi): f(x;) vermieden
werden. Uberdies bleibt die Funktion stetig, falls alle ﬂ auf Q und alle w, auf
Q/{x }stetig sind.

» Vollstandiges Abklingen der Wichtungsfunktionen: wi(x;) = 0 fur alle i #j aus 1...k.

Vorteil dieses Kriteriums ist, dass die Stiitzstellen nicht gesondert behandelt werden

-8-
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miussen. Problematisch hingegen ist in diesem Fall (unter Einhaltung oben genannter
Forderungen) sicherzustellen, dass die Funktion f auf ganz Q (zumindest aber auf
einem sinnvollen Teilbereich T < Q wie beispielsweise im Inneren des durch die
Stitzstellen aufgespannten Bereichs) definiert bleibt. Dafur muss fir alle x € T die

k
Summe Zwi (x) gréRer als Null sein, es dirfen also an keiner Stelle alle Wichtungs-

i=1

funktionen gemeinsam verschwinden.

e Je nach eingesetztem Optimierungsverfahren muss die globale Approximationsfunktion
weitere Anforderungen hinsichtlich Stetigkeit bzw. Differenzierbarkeit erftllen. So kann
beispielsweise die rechenaufwéandige numerische Bestimmung der Gradienten bei einer

entsprechend leistungsfahigen Funktion entfallen und direkt erfolgen.

Bei den hier durchgefiihrten Untersuchungen wurden Polynomfunktionen fur die lokalen
Approximationen und die in der Visualisierung hdufig anzutreffenden Smooth-step-Funktion

(KRUGER 2002) fur die Wichtung verwendet.

An dieser Stelle wird der Unterschied zu den Response-Surface-Methoden (RSM;
BILES 1975, DAUGHERTY & TURNQUIST 1980, ALLEN & Yu 2002, WANG 2003 u.Vv.a.)
deutlich: Die RSM versuchen die Zielfunktion durch ein vorgegebenes einfaches mathe-
matisches Modell auf der Basis von Stutzstellen lokal anzunahern. Die zugrunde liegenden
Modelle werden i.d.R. so gewdhlt, dass ihre Extremwerte direkt aus den Parametern
bestimmt werden kdnnen. Zum Einsatz kommen hier oft quadratische oder kubische Ansatze.
Durch den iterativen Einsatz dieses lokalen Verfahrens findet — fur entsprechend gutartige
Zielfunktionen — eine Annéherung an die gesuchte Extremstelle statt.

Beschrankend wirkt sich sehr oft die Tatsache aus, dass durch die vorgegebenen mathe-
matischen Modelle auch die Anzahl der Freiheitsgrade direkt von der Anzahl der Modell-
parameter — und nicht von der Anzahl der zur Verfligung stehenden Stitzstellen — abhéngt. Es
wird demnach eine Mindestanzahl von Stitzstellen gefordert. Parametervektoren und deren
Abweichungen, die Uber diese Forderung hinaus verwendet werden, verbessern nur die
Robustheit gegeniber Rauhigkeiten der Zielfunktion — liefern aber keine weiterfuhrende
Annaherung bzw. komplexere Response Surface. Von der Wahl polynomaler mathematischer
Modelle héheren als dritten Grades wird in der Regel abgesehen, da das Verhalten zwischen
den Stitzstellen nicht mehr zuverlassig kontrolliert werden kann beziehungsweise eine direkte

Berechnung der Extremstellen aus den Parametern dann nicht mehr méglich waére.
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Diese Nachteile der RSM werden durch die Hyperflachenapproximationsmethoden nicht
geteilt. Es besteht weder die Forderung nach einer festgelegten Anzahl von Stitzstellen, noch
wird die Komplexitat der Approximation durch das mathematische Modell begrenzt. Uberdies
wird die Zielfunktion global angendhert, was beispielsweise das Finden mehrerer separater

Extrema in ein und derselben Approximationsfunktion erméglicht.

4 Anwendungsbeispiele
4.1 Beispiel 1: Mathematische Testfunktionen
Um die Leistungsfahigkeit und Eigenschaften von Optimierungsalgorithmen zu testen,
wurden von verschiedenen Autoren Standardtestfunktionen vorgeschlagen, die eine zu
optimierende Zielfunktion explizit beschreiben. Der Einsatz dieser Testfunktionen zur
Validation und Verifikation der Hyperflachenapproximationsverfahren bietet verschiedene
Vorteile. Zum einen sind die Zielfunktionswerte dieser Funktionen sehr schnell zu ermitteln.
Weiterhin konnen ungunstige Einflisse aus ggf. extern aufzurufenden und auszulesenden
Vorwaértsrechnungen ausgeschlossen werden.
Im Rahmen des Beispiels 1 soll die Anwendung der Hyperflachenapproximationsverfahren
auf folgende Auswahl von Standardtestfunktionen gezeigt werden:

e RASTRIGIN’S Funktion,

e ROSENBROCK’s Funktion,

e _Moved Axis Parallel Hyper-Ellipsoid* - Funktion

RASTRIGIN’s Funktion
Eine h&ufig verwendete Testfunktion ist die in Gleichung (4) dargestellte RASTRIGIN’s Funk-

tion. Diese Funktion ist an De JONG’s Test-Suite-Funktion 1 angelehnt (De JONG 1975) und
basiert auf einer quadratischen Funktion, zu der eine Kosinus-Modulation addiert wird. Durch
diese Konfiguration sind die Minima regelmaRig verteilt. Das globale Minimum befindet sich
bei F(x) =0 mit x; =0 und i=1:n. Weiterhin kann fiir diese Funktion die Anzahl der

Dimensionen bzw. Parameter beliebig festgesetzt werden.
(@) F(x)::lo-n+2(xi2—1O~cos(2-7z-xi))
i=1

Abbildung 6 zeigt im oberen Bereich den originalen Verlauf von RASTRIGIN’s Funktion fiir
zwei Parameter im Bereich von jeweils [-1 ... 1]. Im unteren Bereich ist die Visualisierung
der approximierten Zielfunktionstopologie auf der Basis eines 6 x 6 — Rasters dargestellt. Das
Raster weist als minimale Zielfunktionswerte die 4 Punkte mit den Koordinaten (-0,16; -0,16),
(0,16; -0,16), (-0,16; 0,16) und (0,16; 0,16) aus. Die Approximation hingegen ist in der Lage,
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die originale Form von RASTRIGIN’s Funktion bereits mit diesen 36 Sttzstellen sehr gut nach-
zubilden. Nachteilig kénnen sich auf eine nachgeschaltete Optimierung die Randbereiche der
Hyperflache auswirken. Diese zeigen aufgrund der fehlenden Information auferhalb des
Suchbereiches des zugrunde liegenden Rasters groBere Abweichungen von der ,,originalen®
Funktion und tduschen nicht vorhandene Extremwerte vor. Als Gegenmalinahme empfiehlt es
sich, den Suchbereich nachgeschalteter Optimierungen um 5 bis 10 % einzuschrénken.
Abbildung 7a zeigt die Ergebnisse einer Optimierung auf der Approximationshyperflache mit
einem Particle-Swarm-Optimizer mit 10 Individuen (EBERHARDT & KENNEDY 1995,
KENNEDY & EBERHARDT 1995, SHI & EBERHART 1998a und 1998b, VAN DEN BERG 2001).
Nach bereits 4 Berechnungszyklen (entspricht 40 Funktionsaufrufen) weist der Algorithmus
als gunstigsten Losungsvektor (5,928E-003; 1,292E-002) aus. Ein ahnliches Bild zeigt sich
bei der in Abbildung 7b dargestellten Gradientenmethode (modifiziertes und gedampftes
Newton—-Raphson—Verfahren; PRESS et al. 1992): nach bereits 8 Berechnungsschritten
(entspricht 40 Funktionsaufrufen) erreicht dieses Verfahren ausgehend von dem
Startvektor (0,4; 0,4) einen Losungsvektor von (4,250E-004; 4,241E-004).

a

F(x):=10- n+Zn:(xi2 ~10-cos(2-7-x,))

i=1

50

Abweichung

X1

b (Ansicht von oben) b (Ansicht von unten)

Abbildung 6:  Originalverlauf (oben) und zwei Ansichten der Anndherung von RASTRIGIN’s
Funktion fir zwei Parameter auf der Basis eines 6 x 6 - Rasters
(griin: 6 x 6 - Raster; orange: Approximation)
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/50

N
\Abvyéichung
\”o

X1 /:1

\\‘ S ///’ Xo 5\ % v X2

Abbildung 7:  Ergebnisse der Optimierung auf den Approximationshyperflachen von
RASTRIGIN’s Funktion fiir zwei Parameter auf der Basis eines 6 X 6 - Rasters
(links: Particle-Swarm-Optimizer; rechts: Gradientenverfahren)

RosENBROCK’s Funktion
ROSENBROCK’s Funktion — auch als ,,Bananenfunktion” bekannt — war ursprunglich nur fur

2 Dimensionen definiert worden, lasst sich aber wie in Gleichung (5) dargestellt leicht auf
beliebige Parameterzahlen erweitern (POLHEIM 1999). Ihr globales Minimum weist die
Funktion bei F(x) =0 mitx; =1 und i =1 : n auf. Abbildung 8 zeigt die Funktion fir zwei
Parameter im Bereich [-2...2].

©) P 2100 ' (Xi+1 - Xi2)2 +(1-x)

F(x):= 2100'(Xi+1 - xf)2 +(1-xY

Abbildung 8: ROSENBROCK’s Funktion fiir zwei Parameter im Bereich [-2...2]
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Die Approximation von ROSENBROCK’s Funktion flir zwei Parameter im Bereich [-2...2] auf
der Basis eines 6 x 6 - Rasters und eines 7 x 7 - Rasters ist in Abbildung 9 dargestellt. Bei
dem 6 x 6 - Raster wird zufélligerweise das globale Minimum bei (1; 1) getroffen und somit
auch durch die Approximation wieder gegeben. Die Approximation gibt jedoch auch sehr
prazise das gesamte bogenformige ,, Tal“ von ROSENBROCK’s Funktion wieder, so dass der
Suchbereich auch ohne das Wissen um die Lage des globalen Optimums stark eingeschrénkt
wird. Die ,,UngleichméBigkeiten* des wiedergegebenen Tals sind wiederum auf die geringe
Zahl der Stiitzstellen zuriickzufiihren. Um den ,,Gliickstreffer des 6 X 6 - Rasters zu um-
gehen, sind in Abbildung 9b weiterhin die Ergebnisse fir ein 7 x 7 - Raster dargestellt. Durch
dieses Raster wird der beste Lésungsvektor mit (0; 0) angegeben. Die Visualisierung der
Approximationshyperflache zeigt ein zu Abbildung 9a ahnliches Bild: es wird die bogen-
formige Ausprégung des Tals gut wiedergegeben und es werden Optima nur innerhalb dieses
Tals ausgewiesen.

Bei der Anwendung von Optimierungsverfahren auf die so erstellten Approximations-
hyperflachen werden bei mehrfachen Durchldufen mit variierenden Startwerten die drei in
Abbildung 9 unten erkennbaren Optima gefunden. Da der zeitliche und rechentechnische
Aufwand der Optimierung der Ersatzflachen z.B. gegeniber einer aufwandigen
FEM-Simulation klein ist, sind auch mehrfache Durchlaufe problemlos moglich. Die
gefundenen Ldsungsvektoren kdnnen wiederum an der zugrunde liegenden Vorwartsrechnung

gepruft werden und ggf. als neue Startwerte dienen.

Moved Axis Parallel Hyper-Ellipsoid Funktion
Die weniger bekannte Moved Axis Parallel Hyper-Ellipsoid Funktion eignet sich besonders

fiir Demonstrationszwecke, da das globale Optimum fir jeden Parameter einen anderen Wert
annimmt (F(x') =0 mitx; =5iund i = 1 : n). Die Grundlage ist ein zu den Koordinatenachsen
paralleles Hyperellipsoid (POLHEIM 1999). Die Definition der Testfunktion kann Gleichung

entnommen werden. Abbildung 10 (links) zeigt die Visualisierung der Funktion.

) F(x):=2"(i-(x -5i))

i=1
Anhand dieser Testfunktion soll die Leistungsfahigkeit einer Auswahl von Optimierungs-
verfahren mit den Hyperflachenapproximationsverfahren fur den zweidimensionalen Fall
verglichen werden. Grundlage dieses Vergleiches soll der geometrische Abstand der besten

Losung der Verfahren zum globalen Optimum (5; 10) sein. Abbildung 10 (rechts) zeigt den
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typischen Verlauf der Abweichung und des Abstandes zum globalen Optimum eines Particle-
Swarm-Optimizers (PSO; EBERHARDT & KENNEDY 1995, KENNEDY & EBERHARDT 1995,
SHI & EBERHART 1998a und 1998b, VAN DEN BERG 2001, VAN DEN BERG 2001), einer
Gradientenmethode  (modifiziertes und  gedampftes  Newton—Raphson—Verfahren;
PrRess etal. 1992) und eines evolutiondren Algorithmus (SCHILLING 2003) (ber den
benodtigten Aufrufen der Vorwartsrechnung. Bei der Interpretation dieser Darstellung ist
jedoch zu beachten, dass der PSO und der evolutionare Algorithmus jeweils 10 Aufrufe der
Vorwartsrechnung je Schritt bzw. Step ausfiihren, wogegen das Gradientenverfahren
5 Aufrufe bendtigt. Somit hat der PSO mit 90 Aufrufen einen Abstand kleiner 1,0 zum
globalen Optimum erreicht. Die Gradientenmethode ben6tigt 50 Aufrufe und der
evolutionshasierende  Algorithmus 90 Aufrufe. Tabellel kann ein Vergleicht des

Berechnungsaufwandes entnommen werden.
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Raster 6 x 6 Raster 7 x 7
1E+4 :
1E+4
-2 -

X2

X1

Abweichung
(log.)

Abbildung 9:  Approximation von ROSENBROCK’s Funktion fiir zwei Parameter im
Bereich [-2...2] auf der Basis eines 6 x 6 - Rasters (links) und eines
7 X 7 - Rasters (rechts)
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Abbildung 10: Moved Axis Parallel Hyper-Ellipsoid Funktion fiir zwei Parameter im
Bereich [-25...25] bzw. [-20...30] und der Verlauf verschiedener
Optimierungsalgorithmen bei der Lésung

Angesichts der einfachen Zielfunktionstopologie wurde ein 4 x 4 - Raster als Basis fur die
Approximation verwendet. Bei der Suche des Optimums auf der Approximationshyperflache
weist ein rekursives Rasterverfahren (der Suchbereich wird nach jedem Durchlauf auf die
beste Rasterzelle und deren Nachbarn eingegrenzt) nach der dritten Rekursionsstufe
(4,977; 9,977) und ein PSO mit 10 Individuen nach 30 Berechnungsschritten (5,096; 9,972)
als gunstigsten Losungsvektor aus (dies entspricht einem Abstand von 0,03 bzw. 0,1 vom
globalen Optimum). Das Hyperflachenapproximationsverfahren erreicht somit auf der Basis
von nur 16 Stiitzstellen ein besseres Ergebnis, als die ,,herkommlichen* Verfahren mit weitaus
mehr Funktionsaufrufen.

Fur den Fall der Moved Axis Parallel Hyper-Ellipsoid Funktion mit drei Parametern wurde als
Basis ein 4 x4 x4 - Raster gewahlt, welches die Approximationshyperflachenverfahren

ebenfalls zuverldssig 16sen konnten.

Tabelle 1: Vergleich der Ergebnisse der Moved Axis Parallel Hyper-Ellipsoid Funktion
(Anzahl der Berechnungsschritte bzw. Funktionsaufrufe fur das Erreichen eines
geometrischen Abstandes von kleiner 1 zum globalen Optimum)

Verfahren Berechnungsschritte Funktionsaufrufe
Gradientenverfahren 10 50
evol. Verfahren 9 90
Particle-Swarm-Optimizer 9 90
Hyperflachenapproximationsmethode ~ 16
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Die hier demonstrierte geringe Anzahl von Stitzstellen ist nur bei entsprechend ,,gutartigen*
Zielfunktionstopologien zielfuhrend. Grundsétzlich gilt, dass mit zunehmender Komplexitat
als auch mit zunehmender Parameterzahl zusétzliche Stutzstellen fir eine verl&ssliche
Approximation bendtigt werden. Gleichzeitig sollten diese Ausgangswerte moglichst
Lreprasentativ' fiir den zu untersuchenden Suchraum sein. In dem hier vorgestellten Beispiel
wurde aus diesem Grund ein einfaches Rasterverfahren verwendet, da es den vorgegebenen

Bereich gleichmaRig abdeckt. Anwendbar sind aber z. B. auch Latin-Hypercube-Verfahren.

Zusammenfassung Beispiel 1
Anhand der drei Testfunktionen des Beispiels 1 konnte gezeigt werden, dass die Hyper-

flachenverfahren in der Lage sind, Extremwerte einer Zielfunktionstopologie zu
approximieren und somit die Ldsung von Optimierungsaufgaben zu beschleunigen.
Zusammenfassend lassen sich folgende Aussagen ableiten:

e Die approximierten Flachen kdnnen auBerhalb und an den Réndern des durch die Stutz-
stellen abgedeckten Gebietes Extremwerte aufweisen, die in der zugrunde liegenden
Funktion nicht vorhanden sind. Hinreichend verlassliche Aussagen Uber Extrema sind
daher nur im Inneren des durch Stitzstellen abgedeckten Bereiches mdglich. Dies ist bei
der Wahl der Stutzstellen zu beachten.

e Durch die Approximation kdnnen auf der wahren Zielfunktionstopologie zusammen-
héngende Extremwertbereiche als getrennte Gebiete wiedergegeben werden. Da Berech-
nungen auf den angenéherten Flachen vergleichsweise schnell ausgefihrt werden kénnen,
sind mehrfache Durchlaufe mit variierenden Anfangsbedingungen glinstig, die dann mit
héherer Wahrscheinlichkeit die verschiedenen Extremwertbereiche ausweisen.

e Die verwendeten Stutzstellen sollten den zu untersuchenden Raum mdglichst ,,repré-
sentativ* abdecken und der Parameterzahl bzw. der Funktionstopologie Rechnung tragen.
Zur Erzeugung und/oder Ergénzung bereits vorhandener Daten bieten sich z. B.
Latin-Hypercube-Verfahren und bei geringen Parameterzahlen u.U. auch Raster-
methoden an.

e Die Uberpriifung der Qualitat der approximierten Fliche kann durch den Vergleich
approximierter Wert und Wert der Vorwartsrechnung an ausgewahlten Stellen erfolgen.
Hierbei sollten selbstverstandlich Vorwartsrechnungen gewéhlt werden, die nicht zur
Generierung der Hyperflache genutzt wurden. Weiterhin bieten héhergradige Polynom-

funktionen i. d. R. bessere Approximationen.

-17 -



J. Meier, S. Rudolph, T. Schanz:
Effektiver Algorithmus zur Lésung von inversen Aufgabenstellungen - Anwendung in der Geomechanik

4.2 Beispiel 2: Lage einer Trennflache in einer B6schung
Als weitere Aufgabenstellung wurde, im Sinn eines numerischen Experiments, die FuRent-

lastung eines Hanges gewahlt. In Abbildung 11 sind die geometrischen Parameter des
Modells und die Lage von zwei Inklinometern zur Messung von Verformungen dargestellt.
Abbildung 12 zeigt die Vernetzung des Modells mit den vorgegebenen Randbedingungen
mittels des FEM-Paketes ABAQUS/Standard. Es wurde vereinfachend angenommen, dass
ausgewdhlte Materialkennwerte in der oberhalb der Schichtgrenze befindlichen Schicht 1 von
einem Startwert an der Gelandeoberkante linear bis auf einen Endwert an der Schichtgrenze
ansteigen und dann in Schicht 2 konstant bleiben (Abbildung 11).

Im Rahmen eines ersten ,.geostatischen* Berechnungsschritts wurde der hydrostatische
Primarspannungszustand bei einer vollstandigen Fixierung des Modells vorgegeben und diese
Fixierung in einem weiteren Schritt vollstdndig gelést. Nach dem Erreichen des sich darauf
einstellenden Gleichgewichtszustands wurde die Unterkante des Modells zusétzlich horizontal
fixiert, um eine Auflage des Materials auf einer rauen Felsoberfliche zu simulieren.
AnschlieBend wurde die FuBschittung in einem 4. Berechnungsschritt mittels einer

Rampenfunktion entfernt und so die Stiitzung des Hanges im unteren Bereich aufgehoben.

45,0 m
Geléande £
. . o
45,0 m 1 ObW Schicht 1 ﬂ
T Schichtgrenze
g
o = - / .
al uR3schittung / Schicht 2
i
E = B=266"° E
’ o
ol E |S
IS | o ~
= e ~
n
B % Inklinometer 2 Inklinometer 1
= \Verlauf ausgewahlter
0 / Materialparameter
& %
55,0 m 550m
150,0 m

Abbildung 11: Modellaufbau des numerischen Experiments der FulRentlastung eines Hangs
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QI
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Abbildung 12: Vernetzung des Modells und Randbedingungen fir die FulRentlastung eines
Hangs fur den 1. Berechnungsschritt

Zielfunktion
Zur Bewertung der durch eine Vorwértsrechnung erreichten Lésung in Bezug auf die

Referenzdaten (,,Messungen™ der Inklinometer) wurde in Anlehnung an die Methode der
kleinsten Quadrate die in Gleichung (7) dargestellte Zielfunktion verwendet. Diese vergleicht
die wahrend eines definierten Zeitintervalls (Berechnungsschrittes) an q vorgegebenen
Punkten auftretenden Verschiebungen up  cac der Vorwartsrechnung mit den Referenz-

werten Up, meas flr den Parametervektor x.

(7) F(X):: \/Ezq:(up,x,calc _up,meas)z

q0=
Auf die Verwendung einer komplexeren Zielfunktion (Bertcksichtigung von
Wichtungsfunktionen, siehe MALECOT et. al. 2004) wurde verzichtet.
Im Rahmen des Beispiels 2 wurden folgende Punktmengen fur die Bestimmung der

Abweichung untersucht:

Alle Knotenpunkte entlang beider Inklinometer

Alle Knotenpunkte entlang des Inklinometers 1

Alle Knotenpunkte entlang des Inklinometers 2

Knotenpunkte jeweils am Kopf der beiden Inklinometer

Inverse Parameterbestimmung: Materialmodell Elastisch
Die Parameter der einzelnen Modellbereiche fir das elastische Materialmodell konnen

Tabelle 2 entnommen werden. Abbildung 13 zeigt die resultierenden maximalen Spannungen

und relativen Verschiebungen am Ende der Referenzsimulation (,,Messdaten®).
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Tabelle 2: Materialparameter der Referenzsimulation (Materialmodell: Elastisch)

Parameter Einheit Wert Suchbereich
Hang (Elastisch)

Dichte p [kg/m3] 2200

E-Modul an der GOK Egok [N/m?] 1,00E+08

E-Modul an der Schichtgrenze Eschichigrenze [N/m?]  7,00E+08 1,00E+08 ... 1,00E+09

Querdehnungszahl v [-] 0,3

Teufenlage der Schicht t [m] 12,50 25...225
FuBschuttung (Elastisch)

Dichte p [kg/m3] 2200

E-Modul E [N/m?]  7,00E+09

Querdehnungszahl v [-] 0,3

max. Spannung Omax [N/m?] rel. Verschiebung Au [m]

+1.787e-02
. =

-8.298e+03
-5.11l2e+04
-9.395e+04
—-1.367e
-1.798e
—2.z224e
—2.63ae
=3.080e-
=3. 508e-
—3.937e
-4.365e
-4.793e
-5.zzle

L -10 OR B0
R
SE55555000
QMo i,

Abbildung 13: Visualisierung der Ergebnisse der Referenzsimulation mit dem Materialmodell
Elastisch

Das E-Modul des Hangs an der Schichtgrenze und die Teufenlage der Trennflache wurden als
,,unbekannte* Parameter fur die erste Identifizierung ausgewéhlt. Deren Zahlenwerte sollten
auf der Basis einer Referenzsimulation zuriickgewonnen werden (Tabelle 2). Die Ergebnisse
einer Rasterberechnung (hier nur zur Visualisierung verwendet) und der Optimierung mittels
eines Particle-Swarm-Optimizer (PSO) sind in Abbildung 14 dargestellt. Fur den Fall der
Optimierung auf der Basis aller Messwerte beider Inklinometer oder aller Messwerte jeweils
eines Inklinometers zeigt die Zielfunktionstopologie ein Minimum im Bereich des gesuchten
Wertepaares (Abbildung 14a). Der PSO mit 10 Individuen erreicht nach bereits 5 Berech-
nungsschritten einen Losungsvektor von (Eschichtgrenze = 7,003E+008 N/m?; t= 12,74 m).
Werden nur die Verschiebungsvektoren der Inklinometeransatzpunkte fir die Bestimmung
des Zielfunktionswertes herangezogen, zeigt die Visualisierung der Zielfunktion ein
deutliches Tal (Abbildung 14b). Der mit 10 Individuen ausgestattete PSO bendtigt mit durch-
schnittlich 15 Berechnungsschritten deutlich langer, findet jedoch auch den gesuchten
Extremwert zuverlassig (Eschichtgrenze = 6,995E+008 N/m?; t=12,50 m). Ein sehr &hnliches

Bild ergibt sich auch bei dem Einsatz nur eines Verschiebungsvektors.
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Abbildung 14: Visualisierung der Ergebnisse der Optimierung mit dem Materialmodell
Elastisch (a: alle Messwerte beider Inklinometer; b: Messwerte der
Ansatzpunkte der Inklinometer)

Die Anwendung der Hyperflachenapproximationsverfahren auf ein 6 x 6 - Raster wurde eben-
falls in Abbildung 14 (rechte Spalte) visualisiert. Im Fall der Nutzung aller Verschiebungs-
vektoren eines oder beider Inklinometer kann das raumlich gut begrenzte Minimum durch die
Approximationsalgorithmen gut wiedergegeben werden. Ein PSO mit 10 Individuen liefert
auf der Approximationsflache nach bereits 15 Berechnungsschritten einen sehr guten
Losungsvektor (Eschichtgrenze = 7,001E+008 N/m?; t=12,49 m). Fir die in Abbildung 14b
dargestellte Zielfunktionstopologie (Basis: 6 x 6 - Raster) werden 4 lokale Extrema voraus-
gesagt, die auch alle bei mehrfachen Durchlaufen gefunden werden. Insbesondere Gradienten-
verfahren sind gegeniiber diesen Nebenextremstellen anfillig. Diese ,,Mehrfachantworten®
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sind iiber Vergleichsrechnungen mit der ,,wahren* Zielfunktion zu verifizieren bzw. kdnnen

als Startwerte fur weiterfuhrende und stérker eingegrenzte Durchldufe dienen.

Tabelle 3: Vergleich des Berechnungsaufwandes zur Bestimmung des Optimums
(Materialmodell: Elastisch)

Verfahren Berechnungsschritte Funktionsaufrufe

Basisdaten: alle Verschiebungsvektoren beider Inklinometer
Particle-Swarm-Optimizer 5 50
Hyperflachenapproximationsmethode ~ 36

Basisdaten: Verschiebungsvektoren am Kopf beider Inklinometer
Particle-Swarm-Optimizer 15 150
Hyperflachenapproximationsmethode ~ 36

Inverse Parameterbestimmung: Materialmodell Mohr-Coulomb
Die Parameter der einzelnen Modellbereiche fir das Materialmodell Mohr-Coulomb kdnnen

Tabelle 4 entnommen werden. Abbildung 15 zeigt die resultierenden max. Spannungen und

relativen Verschiebungen am Ende der Referenzsimulation.

Tabelle 4: Materialparameter der Referenzsimulation (Materialmodell: Mohr-Coulomb)

Parameter Einheit  Wert Suchbereich
Hang (Mohr-Coulomb)

Dichte p [kg/m3] 2200

E-Modul an der GOK Egok [N/m?] 1,00E+08

E-Modul an der Schichtgrenze Eschichtgrenze  [N/m?]  7,00E+08 5,00E+08 ... 1,00E+09

Querdehnungszahl v [-] 0,3

innerer Reibungswinkel ¢ [°] 30,0 25...35

Kohésion ¢ [N/m?] 1,00E+04

Teufenlage der Schicht t [m] 12,50 75...175
FuBschuttung (Elastisch)

Dichte p [kg/m3] 2200

E-Modul E [N/m?] 7,00E+09

Querdehnungszahl v [-] 0,3

x
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Abbildung 15: Visualisierung der Ergebnisse der Referenzsimulation mit dem Materialmodell
Mohr-Coulomb
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Das E-Modul des Hangs an der Schichtgrenze, die Teufenlage der Trennflache und der innere
Reibungswinkel des Hangs wurden als Parameter fiir eine Identifizierung bzw. Optimierung
ausgewdhlt. Die Zahlenwerte dieser Parameter sollten auf der Basis einer Referenzsimulation
zurlickgewonnen werden (Tabelle 4). Abbildung 16 zeigt eine Visualisierung der Ziel-
funktionstopologie auf der Basis eines 8 x 8 x 8 - Rasters flr einen inneren Reibungswinkel ¢
von 28°. Die Zielfunktion auf der Basis der Kopfpunkte der Inklinometer (Abbildung 16b)
weist einerseits einen weitaus groReren Wertebereich [5,8686E-02...3,2861E-08] als auch
eine hohere Rauhigkeit gegenlber der Zielfunktion auf der Basis aller Messwerte
(Abbildung 16a; Wertebereich [3,9141E-03...1,9151E-08]) auf. Das gesuchte Minimum mit
den Koordinaten (Eschichtgrenze = 7,001E+008 N/m?; t=12,49 m; ¢ =30,0°) wird mit einem
Particle-Swarm-Optimizer mit 10 Individuen fir den Fall, dass die Verschiebungsvektoren
eines oder beider Inklinometer einbezogen werden, i.d. R. nach 35 bis 40 Berechnungs-
schritten sehr gut angenahert. Liegen fir eine Optimierung nur die Vektoren an den beiden
Ansatzpunkten vor, bendtigt der PSO ca. 50 bis 55 Berechnungsschritte. Bei der Nutzung der
Daten des Ansatzpunktes nur eines Inklinometers konnte keine verlassliche inverse
Bestimmung der gesuchten Koordinaten durchgefiihrt werden, da aufgrund der Rauhigkeit
und damit auftretenden Nebenminima keiner der zur Verfligung stehenden Optimierungs-

algorithmen reproduzierbar erfolgreich das Optimum fand.

\ 1E-02 1E-01
Abweichung Abw(lﬁ)lggung
(log.)
FE08 - 1E-08
7,5 75
—./ Schichtgrenze ./ schicht-

grenze

5E+08 5E+08

E-Modul E-Modul

1E+09 1E+09

Abbildung 16: Visualisierung der Ergebnisse der Optimierung mit dem Materialmodell
Mohr-Coulomb fir ¢ = 28° (a: alle Messwerte; b: Ansatzpunkte Inklinometer)

Als Basis fir die Anwendung der Hyperflachenapproximationsverfahren fiir diese drei-
dimensionale Problemstellung wurden durch ein Latin-Hypercube-Verfahren 75 Stutzstellen
erzeugt. Zum Vergleich: ein einfaches 6 x 6 x 6 - Raster impliziert bereits 216 Aufrufe der

-23-



J. Meier, S. Rudolph, T. Schanz:
Effektiver Algorithmus zur Lésung von inversen Aufgabenstellungen - Anwendung in der Geomechanik

Vorwartsrechnung. Ein PSO mit 10 Individuen konnte fur die Basispunktmenge mit den
vollstdandigen Daten eines oder beider Inklinometer auf der Approximation das gesuchte
Optimum mit (Eschichtgrenze = 6,965E+008 N/m?; t = 10,6 m; ¢ = 29,9°) in nur 20 Berechnungs-
schritten annédhern. Die bereits erwahnte starkere Rauhigkeit der Zielfunktion auf der Basis
der Daten der Ansatzpunkte erzeugte in der Approximation ein zusétzliches Nebenextrema
bei (Eschichtgrenze = 6,600E+008 N/m2; t = 8,9 m; ¢ = 28,9°), wobei jedoch auch das gesuchte
Optimum in ca. 75 % der Durchldufe des PSO auf der Approximation gefunden wurde.

Tabelle 5: Vergleich des Berechnungsaufwandes zur Bestimmung des Optimums
(Materialmodell: Mohr-Coulomb)

Verfahren Berechnungsschritte Funktionsaufrufe

Basisdaten: alle Verschiebungsvektoren beider Inklinometer
Particle-Swarm-Optimizer 35...40 350...400
Hyperflachenapproximationsmethode ~ 75

Basisdaten: Verschiebungsvektoren am Kopf beider Inklinometer
Particle-Swarm-Optimizer 50...55 500...550
Hyperflachenapproximationsmethode ~ 75

Zusammenfassung Beispiel 2
Mit Hilfe der Berechnungen von Beispiel 2 konnte gezeigt werden, dass die vorgestellte

Verfahrensklasse auch bei Problemstellungen mit erhohten Rauhigkeiten in der Lage ist,
Extremwerte, d.h. Modellparameter, zu ermitteln. Insbesondere bei dem Einsatz von
numerischen Verfahren als Vorwirtsrechnung ist mit einem solchen ,,Rauschen* der
Zielfunktionswerte zu rechnen. Weiterhin konnte demonstriert werden, dass dieses Verfahren

auch bei Problemstellungen mit mehr als zwei Parametern eingesetzt werden kann.

5 Zusammenfassung und Ausblick
Mit den Hyperflachenapproximationsverfahren steht eine leistungsféhige Algorithmenklasse

zu Beschleunigung von Identifikations- und Optimierungsaufgaben zur Verfugung. Es konnte
gezeigt werden, dass die hier vorgestellten Methoden in der Lage sind, die Anzahl der
bendtigten Vorwértsrechnungen signifikant zu verringern, was auch fir komplizierte
Aufgabenstellungen im Bereich des Bauingenieurwesens von grofem Interesse ist. Grundidee
dieses Verfahrens ist die Ersetzung einer aufwandig zu berechnenden Zielfunktion durch eine
deutlich weniger rechenintensive N&herungsfunktion. Die Suche nach dem Extremum erfolgt
dann, indem die N&herungsfunktion anstelle der eigentlichen Vorwértsrechnung aufgerufen

wird.
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An dieser Stelle sei angemerkt, dass diese Methode kein ,,Allheilmittel* fiir die Beschleu-
nigung und/oder LAsung von Optimierungsproblemen darstellt. Auch fir diesen Algorithmus
gilt: die Ergebnisse kdnnen nicht besser als die verwendeten Daten bzw. das als Basis
dienende Simulationsverfahren sein. Sie ist in der Lage fiir geeignete Aufgabenstellungen
durch eine verfeinerte Auswertung der bereits zur Verfiigung stehenden Daten die Lage von
Extremwerten anzunéhern.

Hierbei ist diese Verfahrensklasse nicht auf die Optimierung bzw. inverse Parameter-
bestimmung beschréankt. So sind Anwendungen beispielsweise im Bereich der grafischen
Aufbereitung von Datenstrukturen und Rekonstruktion von fehlenden Informationen denkbar.
Zukunftige Untersuchungen sollen speziell die Leistungsfahigkeit des Verfahrens fir hoher-

dimensionale Problemstellungen untersuchen und verbessern.
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